FONCTIONS POLYNOMES DU SECOND DEGRE

1. Définition FONCTIONS POLYNOMES

Définition
Une fonction polynéme du second degreé de la variable x (ou fonction du second degré), est une fonction f
définiesur R par:  f(x)=ax®+bx+c, oUa, b etc sontdes nombres réels donnés, avec a # 0.

L’expression ax® +bx+c ol a #0, est appelée polyndme du second degre.
- aest appele coefficient de x2 | bestle coefficient de X, c est appelé la constante.

Exemples :

f définie sur R par : f (x) =%x2 —3x+5 est une fonction polyndéme du 2nd degré avec a :%, b=-3etc=5

g définie sur R par : g(x) =—3+4x? est une fonction polyndme du 2nd degré aveca=4,b=0etc=-3

h définie sur R par : h(x) =-2x+0,1x* est une fonction polyndme du 2nd degré aveca=10,1,b=-2etc =0

k définie sur R par : k(x)=(1+x)(3-2x) est une fonction polynéme du 2nd degré ,a=-2,b=1etc=3
car k(x)=-2x*+x+3

> —2x% + x+ 3est la forme développée réduite du polyndme k(x).

2. Transformation de I’expression ax? +bx +c : forme canonigue

a. Approche
Rappel : pour tous réels xetk, x2—2kx+k2=(x—k)*> et  x2+2kx+k?=(x+k)’

1°) Factoriser les expressions :

o X2 +ax+a=x2+2xxx2+2% =(x+2)° o X2-2x+1=x2 - 2xxx1+12 = (x—1)°
o X2—6x+9=x%—2xxx3+3% =(x—3)° o X2 +16x+64=x% +2x xx8+8% =(x+8)°
2 2 2 2
. x2+5x+§=x2+2xx><§+ > = x+E . x2—x+l=x2+2xx><l+ 1 = x+l
4 212 2 4 22 2

2°) Ecrire sous la forme (x-a)” + g chacune des expressions suivantes, x désignant une variable réelle
et a,p des réels a déterminer:

. X2 —2x:(x2 —2x+l)—1:(x—l)2 -1 .« X2 +2x:(x2 +2x+l)—1:(x+l)2 -1

+ 32 —ax=(x2—ax+4)-4=(x-2)" -4 + 2 —6x+5=(x? ~6x+9)-9+5=(x-3)" -4

2
x2 +5x—11= x2+5x+§ —é—llz x+E _5
4 4 2 4

2 2 2 2
. x2—3x+Z= x2—3x+(§J —(Ej +Z=(x—§j —g+1=(x—§j 1
4 2 2 4 2 4 4 2 2

2 2 2 2
. x2+px+q: x2+2xx><§+(gJ J_(BJ +q:(x+§j +q_p_




3°) Ecrire sous la forme a[(x—a)z+ﬁ] chacun des polyndmes suivants :
. 2x2—8x+5=2{(x2—4x+4)—4+§}=2{(x—2)2—§}
2 2
. —lxz+x—3:—l(x2—2x+6):—l[(x2—2x+1)—1+6}:—£[(x—1)2+5}
2 2 2 2
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b. Cas général

Théoréme
Tout fonction polynéme du second degré f(x)= ax® +bx+c peut s’écrire sous la forme
b
o= 2—a
f(x)= a(x—a)z +p ou « et gsont des reels définis par 9 :
—b“ +4ac
B= a4
a

L’écriture a(x—a)2 + 3 est appelée la forme canonicue du polynéme P(x).

Démo.

2 2 2 2
f(x)=ax2+bx+c=a(x2+9x+5)=a x2+9x+(£j —(ij +L-a (x+£j —b—+E
a a a 2a 2a a 2a 222 a
( b JZ ab? ac ( b) 2 b% 4ac ( bj 2 —b? 4+ 4ac
—alx+— | ——+—==a|x—| —— || ~—+==a|x-|—— || +——=
2a 432 a 2a 4a  4a 2a 4a

4a
Remarque : Cette écriture est importante car elle nous permet de déduire tous les résultats suivants.

3. Variations et courbe représentative

Propriétél
Soit f: x> ax? +bx+c une fonction polyndme du second degré, et x> a(x —a)2 + B sa forme canonique.
1. Si[a>0]: f estdécroissante sur I’intervalle ]-0;a] et f est croissante sur I’intervalle [a; + o[ .

X —00 a +00
+00 +00
variations
de f
B

f admet un minimum pour x=« sur R, atteinten 3.




2. Sifa<0]: f estcroissante sur I'intervalle ]-o;a] et f est décroissante sur I’intervalle [a;+oo].

X —00 a +00
B
variations
de f
—00 —00

f admet un maximum pour x=« Sur R, atteinten g.

Propriété et définition
Soit f une fonction polynéme du second degré et x+— a(x —a)2 + B (a=0) saforme canonique.

* La courbe (P) représentative de f dans le plan rapporté a un repére (O i, T)est une parabole.

* Le point S de (P)de coordonnées («; ) est le sommet de la parabole (P) .

* La droite passant par S et paralléle a I’axe des ordonnées est un axe de symétrie de la parabole (P).
->Son équation est : x=«a

Sia>0 y Sia<0
©
4 X
@]
Les branches de la parabole sont tournées Les branches de la parabole sont tournées
vers le haut vers le bas
Application 1
Soit g la fonction définie par g(x)=-2x?+5x+7 et (P)sa courbe représentative.
1. Préciser I’ensemble de définition de g, noté Dg -
Il n’y a aucune valeur interdite, donc Dy =R
5\2 81
2. Montrer que, pour tout x de Dg, g(x) =—2(x—z) g
g(x)=-2x*+5x+7,donc a=-2 , b=5,¢c=7,
-b -5 5
“T2a 2x(-2) 4 2
ainsi : ) ’ et (x)=a(x—a)2+ﬂ=—2(x—§] +8—1
b?+4ac 52 +4x(-2)x7 -25-56 81 4) 8

P~ 4x(-2) 8 8

3. Etudier les variations de g et dresser son tableau de variation.




a<0donc g estcroissante sur I’intervalle }—oo;ﬂ et f est décroissante sur I’intervalle F;w{.
+o0

variations
de ¢
—00 —00

4. Déterminer les coordonnées des points d’intersection de la courbe (P)avec chacun des axes du repére
Intersection avec 1’axe des ordonnées :

©| R~ o

— ==—=7 d’ou le point A(0;7).
16 8 8 8 8
Intersection avec 1’axe des abscisses :

5

2 2 2 2
9(x)=0 < —Z(X——] By o (X—§j By o (x—Ej —(gj =0
4 8 4 16 4

2
g(0)=—2(0—§j +%1:_2X25+8_1:—25 81 56

4
= (x—%+%)(x—%—2j:0 = (x+%)(x—%):0 = (x+1)(x—9:0

X+1=0 x=-1

< 4q0u < Jq0u

x—Z:O x:Z
2 2

5. Tracer la courbe (P)dans un repere orthonormal.

d’ou les points B(-1;0) et C(%;Oj

Application 2

Soit f la fonction définie par f (x)=x?—4x+3 et (P)sa courbe représentative.
1. Préciser ’ensemble de définition de f, noté Df )

Il n’y a aucune valeur interdite, donc D¢ =R



2. Déterminer les réels « et g tels que, pour tout réel x, f(x) =(X—a)2 +8.

f(x)=x?>-4x+3,donc a=1, b=—4,c=3,

g2 (4 _4_

ainsi | 2 b2 et f(x)=a(x—a)’+p=1(x-2)>-1
ﬂ_—b2+4ac_—(—4) +4x1x3_-16+12 -4 _
© d4a 4x1 4 4

3. Etudier les variations de f et dresser son tableau de variation.
a<O0donc g estdécroissante sur I’intervalle |—o;2] et f est croissante sur I’intervalle [2;+oo[ .

X

%
—+00
variations
de f \ /
-1

4. Déterminer les coordonnées des points d’intersection de la courbe (P)avec chacun des axes du repere.

Intersection avec I’axe des ordonnées :
£(0)=(0-2)" ~1=4-1=3 d’oti le point A (0;3).

Intersection avec 1’axe des abscisses :

f(x)=0 & (x-2)°-1=0 < (x-2)°-12=0 < (x=2+1)(x=2-1)=0 < (x-1)(x-3)=0

Xx-1=0 x=1
& Jou < <ou  d’oules points B(1;0) et C(3;0)
Xx—-3=0 X=3

5. Tracer la courbe (P)dans un repere orthonormal.

3
2
1
T 0 T
-2 -1 0 )
-1
6. a. Tracer dans le méme repére la droite (d)d’équation y =—2x+3.
b. Calculer les coordonnées des points d’intersection de (P)et (d).
X% —4x+3=-2x+3
2 _4x+3+2x-3=0 x=0 x=0
-il faut résoudre 1’équation : X2 TaXF SR aX=o= > < Jou < <ou
X®-2x=0 Xx—2=0 x=2

X(x=2)=0
> £(0)=(0-2)°~1=4-1=3  d’oli le point A(0;3).
> £(2)=(2-2)°~1=0-1=-1  d’ot le point D(2;-1).
c. Résoudre graphiquement I’inéquation f (x)<-2x+3.
s=10:2



Application 3 : un probléme d’optimisation

Un maitre-nageur sauveteur veut créer une zone de baignade (ZDB) |
rectangulaire (pour faire des longueurs) et d’aire maximale (pour que i
les nageurs se sentent a ['aise). i

1/ possede 100 m de corde et se dit qu’il peut utiliser le bord de la plage

pour constituer ['un des cotés de la ZDB 1!

Pourriez-vous donner les dimensions exactes de la ZDB ?

1. On note x la longueur AB.
a. Exprimer en fonction de x la deuxieme dimension de ce rectangle.
b. A quel intervalle | appartient x ?

2. a. Exprimer en fonction de x, I’aire A(x) (en m?) de la zone de baignade.

o

Montrer que pour tout réel x de |, A(x):—z(x—25)2 +1250.

En déduire la valeur de x pour laquelle I’aire de la ZDB est maximale.
Préciser cette aire maximale, ainsi que les dimensions correspondantes de la zone de baignade.
3. Etudier les variations de la fonction A et dresser son tableau de variation.

o

Algorithmique : {

Créer un algorithme et/ou un programme a la calculatrice permettant de déterminer le sommet de la

parabole, I’équation de ’axe de symétrie et les variations de la fonction f : x> ax® +bx+c.




